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Zusammenfassung

Gegen Ende der zwanziger Jahre des vergangenen Jahrhunderts wur-
de eine der erfolgreichsten Theorien der Physik entwickelt - die Quanten-
mechanik. Bereits in der Anfangszeit entstand ihre bis heute am haufig-
sten anzutreffende Formulierung als Wellenmechanik, deren zentraler Aus-
gangspunkt die omniprisente Schrodinger-Gleichung darstellt. Dabei han-
delt es sich jedoch nicht um die einzige mogliche Formulierung der Theorie:
Im Jahre 1948 stellte Richard P. Feynman mit der Pfadintegral-Methode
einen alternativen Zugang vor.

Diese Seminararbeit soll ausgehend von den bekannten Prinzipien der
Schrodinger-Formulierung der Quantenmechanik einen einfachen Einstieg
in die Idee des Feynman’schen Pfadintegrals ermdoglichen. Wir werden
zeigen, dass sich das Feynman’sche Pfadintegral sinnvoll sowohl in die
bekannten Strukturen der klassischen Mechanik als auch der Schrédinger-
Quantenmechanik einfiigt. Als interessante Anwendungsbeispiele werden
wir das freie Teilchen und den harmonische Oszillator besprechen.
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1 Einleitung und Motivation

Die Quantenmechanik z&hlt zu den erfolgreichsten Theorien der modernen Phy-
sik. Sie wurde Ende der zwanziger Jahre des vergangenen Jahrhunderts von
Heisenberg, Pauli, Dirac, Born, Jordan und nichtzuletzt von Schrodinger ent-
wickelt und ausgearbeitet. Insbesondere letzterem, Schrodinger, gelang mit der
Aufstellung der heute als Schradinger-Gleichung bezeichneten Wellengleichung
eine kompakte Formulierung der neuen Theorie. Mit Hilfe eines Korrespondenz-
prinzips kann sie aus der klassischen Hamilton-Mechanik abgeleitet werden und
enthilt mit dem Hamiliton-Operator das Analogon zur Hamilton-Funktion der
klassischen Mechanik. Gegen Ende der vierziger Jahre entwickelte Richard Feyn-
man, angeregt durch eine Randbemerkung in einer Veroffentlichung Diracs, eine
alternative Beschreibung der Quantenmechanik, die so genannte Pfadintegral-
methode, die er erstmals 1948 vorstellte [1].

In dieser Seminararbeit wollen wir die grundlegenden Ideen der Pfadintegral-
methode nachvollzichen. Wir werden feststellen, dass einerseits dieser ,neue“
Zugang zur Quantenmechanik zunéchst etwas ungewohnt und darum schwieri-
ger erscheinen mag. Andererseits werden wir aber auch sehen, dass der Pfadin-
tegralmethode eine eingéngige Anschauung zugrunde liegt und sich bestimm-
te Prinzipien und Symmetrien sehr einfach erklédren lassen. Nach einem kurz-
en Uberblick iiber grundlegende Konzepte aus der Quantenmechanik (Kap. 2)
fithren wir bereits das Pfadintegrals ein (Kap. 3). Um zu sehen, wie der neue
Formalismus arbeitet, werden grundlegende Anwendungen des Pfadintegrals be-
sprochen (Kap. 4), darunter die Aquivalenz zur Schrédinger-Gleichung und die
Dynamik eines freien Teilchens. Wahrend die Losung des Problems des freien
Teilchens mit der Pfadintegralmethode noch sehr unhandlich und uniibersicht-
lich erscheinen mag, werden wir sehen, dass sich die Dynamik des harmonischen
Oszillators mit dem neuen Formalismus vergleichsweise iibersichtlich herleiten
lasst (Kap. 5).

2 Grundlagen der Quantenmechanik

In diesem Kapitel wollen wir kurz grundlegende Eigenschaften der Quantenme-
chanik in Erinnerung rufen.

2.1 Der Propagator

Die Dynamik eines Systems in der klassischen Mechanik ist bestimmt durch
die Hamilton-Funktion. Ist die Hamilton-Funktion H bekannt, so ist die Dy-
namik des Systems festgelegt, und die Bewegungsgleichungen sind, falls nicht
analytisch, so doch immer numerisch lésbar. Der Ubergang von der klassischen
Mechanik zur Quantenmechanik wird vollzogen, indem man die klassischen Ob-
servablen durch unter Umsténden nicht-kommutierende Operatoren ersetzt. Die
Dynamik der quantenmechanischen Zustdnde wird dann bestimmt durch die
Schrodinger-Gleichung

., 0
iho [9(1) = H[p(?)), (1)

die in dieser Form im abstrakten Hilbert-Raum operiert. H bezeichnet nun nicht
mehr die Hamilton-Funktion, sondern den Hamilton-Operator. Im eindimensio-



nalen Ortsraum wird Gl. (1) zu

- 0 n? 02
i) = (=g 4 Vi) ) vl ) 2
wobei wir benutzten, dass ¢ (x,t) = (z]1)(t)) mit |z) als Ortsbasiszustand.

Die Schrodinger-Gleichung 16st man mit dem Ziel, die Dynamik des quan-
tenmechanischen Systems explizit zu bestimmen. Mit anderen Worten: Man
sucht nach dem Zeitentwicklungsoperator (auch: Propagator), der den quan-
tenmechanischen Zustand zur friheren Zeit to in den zukiinftigen Zeitpunkt ¢q

transformiert:
[Y(t1)) = Ul(ts, ta) [1h(t2)) - (3)

Aus Gl. (1) sehen wir, dass im Falle eines nicht explizit von der Zeit abhéngigen
Hamilton-Operators H der Propagator fiir t; > to formal gegeben ist durch

U(tl, tg) = 9(751 — t2)€—%(t1—t2)H) (4)

wobei 0(t) die Heaviside’sche Sprungfunktion ist, die hier eine kausale Zeitent-
wicklung sicherstellt. Der Propagator ist explizit berechenbar, indem man die
Matrixelemente in einer gegebenen Basis bestimmt. Im Ortsraum kénnen wir
dementsprechend schreiben:

<.Z‘1|U(t1,f,2)‘l‘2> = U(tl,l‘l;tg,l‘g). (5)

Mit Hilfe von Gl. (5) ist die Zeitentwicklung der Wellenfunktion gegeben durch
Y(z1,t1) = /d$2 Uty 13 t2, x2) (@2, t2). (6)

2.2 Das Heisenberg-Bild

Im vorangegangenen Abschnitt 2.1 arbeiteten wir im so genannten Schrddinger-
Bild, in dem die Quantenzusténde |¢(¢)) als Losungen der Schrédinger-Gleichung
zeitabhéngig und die Operatoren zeitunabhéngig sind. Ebenso gut kann man
aber auch ein System benutzen, in dem die Quantenzustinde zeitunabhéngig,
aber die Operatoren zeitabhingig sind. Man nennt diese Sichtweise das Heisenberg-
Bild, und die Quantenzustéinde sind hier gegeben durch

W) = [ (t = 0))s = eF T (1))s. (7)

Es wird also die Dynamik des Zustandes [¢(t))g, die durch die GIn. (3) und (4)
beschrieben wird, durch Multiplikation mit dem Faktor et %H* wieder entfernt.
Wir haben es also hier mit einer unitéiren linearen Transformation ! zu tun, bei
der nicht nur die Zustéinde, sondern auch die Operatoren transformiert werden
miissen. Der Ortsoperator zum Beispiel lautet im Heisenberg-Bild

Fr(t) = it g e w1t (8)

wobei die Eigenzustinde des Ortsoperators die folgende Eigenwert-Gleichung
erfiillen:

i

)|ty = wlzstyy ~ |ost)g = e x) 9)

IDie Transformation ist unitir wegen der Hermitezitit des Hamilton-Operators H = HT.



Bemerkenswert ist hier die Zeitabhéingigkeit der Zusténde |z;t) g, die jedoch
verstédndlich wird, wenn man bedenkt, dass es sich nicht um Loésungen der
Schédinger-Gleichung, sondern um Eigenzustéinde eines Operators handelt. Mit
Hilfe von Gl. (9) sehen wir nun, dass

zy|e” b e 2 )

= (

= {aafem R0,

= (21|U(t1,t2)|w2)

= U(z1,t1;22,t2). (10)

m{zy, tilxe, to)

Dieses Ergebnis bedeutet, dass der Propagator nichts anders ist, als die Uber-
gangsamplitude zwischen zwei Ortsbasiszustéinden im Heisenberg-Bild.

3 Der Weg zum Pfadintegral

Ziel dieses zentralen Kapitels ist es, eine besondere Integraldarstellung fiir den
Propagator U(zy,tr;2;,t;) zu finden. Diese werden wir spéter als Pfadinte-
gral bezeichnen und entsprechend interpretieren kénnen. Zur Vereinfachung der
Rechnungen wollen wir ein eindimensionales Quantensystem betrachten; die Fr-
weiterung auf hohere Dimensionen ist problemlos moglich.

3.1 Basiszustinde
Die Eigenzustéinde des Ortsoperators & miissen die Eigenwertgleichung
tlz) = z|z) (11)

erfiillen. Sie bilden eine orthonormale Basis, was mathematisch durch die Be-
ziehungen

(zla) = é(x —2'), (12)
/dm|x><:1:| =7 (13)
ausgedriickt wird. Analoges gilt fiir die Eigenzustinde des Impulsoperators p:

plp) = plp), (14)
(plp") = o(p—1"), (15)

/ dplp)ip| = T. (16)

Zwischen den Orts- und den Impulsbasiszustéinden besteht die Beziehung

(plz) = ——e"t7 = (a]p)", (17)

V2rh

durch die die Fourier-Transformation zwischen Orts- und Impulsraum definiert
wird. Fiir die Ortsbasiszustéinde im Heisenberg-Bild kann man Relationen her-

i

leiten, die vergleichbar mit Gl. (13) sind. Mit |z,t) y = ent|z) folgen

wlz e tyy = (zle” TR T2’y = (z]2') = §(x — ) (18)



sowie

/dw|x,t>HH<x,t| = /dxe%Ht|x><x|e*%Ht = erflt[e=#Mt = T, (19)

Wir bemerken aber den wichtigen Unterschied, dass die Orthogonalitdt und die
Vollstiandigkeit der Ortsbasiszustinde im Heisenberg-Bild nur fiir gleiche Zeiten
gegeben sind.

3.2 Operator-Ordnung

Wir bemerkten bereits zu Beginn, dass beim Ubergang von der klassischen
Hamilton-Funktion zum quantenmechanischen Hamilton-Operator,

H(x,p) ~ H(%,p), (20)

die klassischen Observablen durch Operatoren ersetzt werden, die nicht notwen-
digerweise miteinander kommutieren. In diesem Zusammenhang ist die Frage
zu kléren, wie man mit Produkten der Art zp = px umgeht. Im klassischen
Fall spielt die Reihenfolge der Variablen keine Rolle, da die Multiplikation von
Zahlen kommutativ ist. Es ist aber a priori nicht klar, in welcher Reihenfolge
die Operatoren im quantenmechanischen Hamilton-Operator erscheinen sollen.
Tatséchlich gibt es kein wohldefiniertes Prinzip, durch das die Reihenfolge der
Operatoren festgelegt wird. Dies iiberrascht nicht, denn die klassische Mechanik
ist ein Grenzfall der Quantenmechanik - und nicht umgekehrt! Aus der klassi-
schen Mechanik zur Quantenmechanik zu gelangen, ist somit logisch die verkehr-
te Richtung. Wie die Ordnung im Hamilton-Operator sein muss, entscheidet im
Einzelfall der Vergleich der theoretischen Resultate mit dem Experiment. Den-
noch gibt es einige gebrauchliche Ordnungsvorschriften, darunter die

a) Normal-Ordnung: Produkte von Ortskoordinaten und Impulsen werden
so umgeordnet, dass die Impulse links von den Ortskoordinaten stehen. Bei-

spiele:

N.O.

rp — px
N.O.

px — pT

x2p N.O. p:172
N.O. 2

rpr — px

b) Weyl-Ordnung: Produkte von Ortskoordinaten und Impulsen werden sym-
metrisiert, das heifit, alle moglichen Reihenfolgen der Produkte werden mit
gleicher Gewichtung aufaddiert. Beispiele:

1
ap 5 (@p +pr)
1
Tpx wo. 3 (ach + zpx + pa:Q)



3.3 Weyl-Ordnung

ADb jetzt sollen z und p (ohne Hut) stets den Orts- bzw. Impulsoperator sym-
bolisieren. Zudem werden wir im Folgenden nur die Weyl-Ordnung verwenden,
und sie als Einsetzungsvorschrift betrachten, die eine elegante Formulierung
des Pfadintegrals ermoglicht?. Um zu sehen wie sie sich auf einen allgemeinen
Hamilton-Operator auswirkt, betrachten wir zunéchst

N!

N nQm n, m\W.O.

(ax+Bp)" = Z & B (z"p™) ) (21)
m+n=N

wobei a, 8 € C beliebig. Weyl-geordnete Produkte aus x und p ergeben sich hier

also ganz natiirlich durch ausmultiplizieren der linken Seite. Betrachten wir nun

die Taylor-Entwicklung des Terms
eax—&-ﬁp’ (22)

so kommen darin alle Potenzen der Art (axz+6p)™ (fiir alle n € N) vor. Mit Hilfe
der Baker-Campbell-Hausdorff-Formel e4e? = eATB+3A.B] ynd mit [z, p] = iA,
leiten wir her, dass

eF T = TPt F ) o (ot TR EEE) _ leatip)(23)
Mit der Relation (23) ldsst sich nun leicht das Matrixelement von (22) berechnen:
(@/|e*HPPlz) = (a'|e e |z) = / dp («/|eF P |p) (ple 7 |2)

— Qd—p;i 6—%p(x—x’)ew+ﬁp_ (24)
T

Gl. (24) erlaubt nun den Schluss, dass fiir das Matrixelement eines Weyl-geord-
neten Hamilton-Operators

dp —dip(p—a! x+$/
(/| HV-O"|z) = /%6 it )H< 2 ’p> (25)

gilt, falls sich der Hamilton-Operator als Summe aus Termen der Form (ax + 5p)™
mit n € N schreiben l&sst. Diese Einschrankung ist praktisch bedeutungslos, da
sich alle physikalisch relevanten Hamilton-Operatoren derart entwickeln lassen.
In Gl. (25) sehen wir, dass das Matrixelement des Weyl-geordneten Hamilton-
Operators von dem Mittelwert (z + x’)/2 abhingt. Diese Struktur nennt man

,mid-point prescription“3.

3.4 Berechnung des Propagators

Wir haben nun die Vorarbeit geleistet, um die gesuchte Integraldarstellung fiir
den Propagator herzuleiten. Wir erinnern uns, dass fiir ¢ty > ¢; der Propagator
im Heisenberg-Bild durch

U(vatf;xivti) = H<Ifatf|xiﬂti>H (26)

?Eine schliissige Antwort auf die Frage, welche Operator-Ordnung korrekt ist, wird
natiirlich einzig und allein durch den Vergleich der Theorie mit dem Experiment gegeben.
3In Deutsch etwa als ,,Mittelpunktvorschrift“ iibersetzbar.




gegeben ist. Nun unterteilen wir das Zeitintervall [¢;,¢;] in N Stiicke mit infini-
tesimaler Lange e,

ty —1;
‘TN
das heifit, wir diskretisieren zunéchst das Zeitintervall, sind aber zum Ende
unserer Berechnung am Grenzwert ¢ — 0, N — oo interessiert. Im Sinne
dieser Diskretisierung benutzen wir die Vollstédndigkeitsrelation der Ortsbasis-
zusténde im Heisenberg-Bild, Gl. (19), und fiigen sie fiir jeden Zeitpunkt ¢,,(n =
1,2,...,N — 1) in GL (26) ein. Wir blihen den Ausdruck also zunéchst mit
Identitdten auf, werden jedoch sehen, dass diese Erweiterung zu einer sehr in-

teressanten Interpretation fiithrt:

und t, = t; + ne mit n=1,2...,N—-1, (27)

Ulxy,tyixits) = wlry, tele, ti)a

= elllr(l) dry---dey_1g{Ty,trlen—1,tN-1)H X

N—oo
X g{eN_1,tN_1|ZN_2,tN—2)H - m{Z1, t1|xi, ti) H (28)

Wir stellen fest, dass in Gl. (28) zwar N Skalarprodukte, aber nur N — 1 Inte-

grationen stehen. Die Skalarprodukte kénnen wir mit Hilfe von
H<an, tn|xn—17 tn—1>H = <xn‘e_%the%Ht

i

= (xTnle” hH€|In—1>

dpn tpn(zn—a _1)7;L6H(7zn+§"_1 P )
_ apPn n(Tn—2Tn Pn 29
/27rh € (29)

not |xn—1>

expliziter ausschreiben, wobei im letzten Schritt Gl. (25) beriicksichtigt wurde.
Gl. (28) wird nun zu
: dp:
tpat) = 1 dey - drn_q——m ...
Ulay,tr; i ti) Jm / Z1 IN-15 5

N—o0

DN S (e (25222 )

27h ’
wobei wir £9p = x; und xx = zf definieren. Dies ist bereits eine Vorstufe des
Feynman’schen Pfadintegrals. Die Integration iiber Ortskoordinaten und Im-
pulse zeigt, dass diese Vorstufe im Phasenraum operiert. In der gewohnlichen
Darstellung des Pfadintegrals werden wir lediglich Integrationen iiber Ortsko-
ordinaten vorfinden. Dennoch lohnt es schon jetzt der Miihe, den Exponenten
aus Gl. (30) im Grenzfall € — 0 zu betrachten. Wir erhalten

(30)

N

EL{% % _ (pn(xn_mn—l)_eH (%&J)n))

ieN Ty — T Ty + T
— I e . n n—1 _H n n—1 "
i 53 (e () - ()

N—oo n=1
i (Y ,
= [Vt i~ ()
t;

! tfdtL 31
- [ L (31)

i



wobei wir im vorletzten Schritt die Definition des Riemann-Integrals benutzten.
Wir sehen also, dass der Exponent proportional zur Wirkung S ist, wobei S auf
dieser Stufe in Abhéngigkeit von « und p auszudriicken ist.

3.5 Gewdhnliche Darstellung des Pfadintegrals

Die gewohnliche Darstellung des Pfadintegrales enthélt die Lagrange-Funktion,
die nicht im Phasen-, sondern im Konfigurationsraum operiert. Den Ubergang
zum Konfigurationsraum vollziehen wir, indem wir in Gl. (30) die Integration
iiber die Impuls-Koordinaten explizit ausfithren. Dies geht besonders einfach
fiir solche Hamilton-Funktionen, die quadratisch in den Impulsen sind. Wir be-
trachten also Hamilton-Funktionen der Form

H(z,p) = % +V(x) (32)

und bemerken, dass eine grofle Klasse physikalisch relvanter Hamilton-Funktionen
genau dieser Form entspricht. Einsetzen von Gl. (32) in Gl. (30) ergibt nun

ji,t) = i dey_ SPL
U(Sﬁ'f,tﬂxzatz) —Iégngo/dlj dl‘N—lzﬂh
oy 5 S0 (o (252 ) - gh v ()
" omn© . (33)

Wie wir sehen, sind die verbleibenden Impuls-Integrale nichts anderes als Gauf3-
Integrale, die sich direkt berechnen lassen:

/%eﬁ(ﬁi’w) :/dﬁ 72;;h<pifw>

2mh 27The
ie "”(””"*1'7%1) 2 "'L(wnfwn,,l) 5
_ [ i (o ) (2l
21h
1

= o () (=

2mh 1€
- (2m’he) = ). ”

Setzen wir nun das Ergebnis aus Gl. (34) in Gl. (33) ein, so erhalten wir das
Feynman’sche Pfadintegral der Quantenmechanik:

Uzyg,trait;) =

L P )
the

= lim (
e—0 \27
N—oo

_ 4 / Do et i dt(3mi* =V (@)

= A/Dxe%s[x], (35)

wobei A eine Konstante ist, die nicht von der Dynamik des beschriebenen Sy-
stems abhéngt, und

Sla] = /t "L, 4) (36)

i
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Abbildung 1: Veranschaulichung der zeitlichen Diskretisierung einer Trajektorie.

das klassische Wirkungsfunktional (kurz: die Wirkung) des Systems ist. An die-
ser Stelle weisen wir darauf hin, dass die hier hergeleitete Darstellung des Pfa-
dintegrales nicht nur fiir Hamilton-Funktionen der Form aus Gl. (32) gilt, son-
dern ganz allgemein, das heifit fiir beliebige Hamilton-Funktionen. Um GI. (35)
korrekt zu interpretieren, sind einige Bemerkungen notwendig:

a)

Vorfaktor A: Das Pfadintegral erhilt durch das formale Ausfithren des
Grenziibergangs ¢ — 0, N — oo seine kompakte kontinuierliche Form, wie
der letzte Schritt von Gl. (35) zeigt. Bei genauer Betrachtung sehen wir,
dass der Vorfaktor m/2wihe beim Grenziibergang divergieren miisste, und
so die Identifikation mit einer Konstanten A nicht gerechtfertigt erscheint.
In den noch folgenden Berechnungen zum freien Teilchen und zum harmo-
nischen Oszillator werden wir jedoch sehen, dass die Singularitdt des Vor-
faktors durch Multiplikation mit dem Ergebnis des explizit berechneten In-
tegrals iiber dxq---dxny_1 gerade verschwindet. Dies verhélt sich in vielen
Fallen so. Zudem zeigt die Praxis, dass die Berechnung physikalisch interes-
santer Groflen haufig tiber einen Quotienten fiithrt, der ein Pfadintegral mit
dem gleichen Vorfaktor sowohl im Zihler als auch im Nenner fithrt. Durch
einfaches Wegkiirzen verschwindet dann das Problem der Singularitét beim
Grenziibergang. In jedem Fall ist es wichtig zu beachten, dass die kontinuier-
liche Form des Pfadintegrals lediglich den Status einer formalen Schreibweise
hat. Um konkrete Berechnungen durchzufithren, muss man stets mit der dis-
kretisierten Form arbeiten.

Integralmafl Dzx: Die Anfangs- und Endpunkte der Integration bleiben
fest bei (x;,t;), (xf,ts), wihrend iiber alle rdumlichen Konfigurationen des
Systems zwischen diesen festen Endpunkten integriert wird. Jede erdenkliche
Konfiguration entspricht gerade einer potentiellen Trajektorie des Systems
(Abb. (1)). Die Integration iiber das Integralmafl Dz soll also die Summation
iiber alle Pfade symbolisieren, die den Anfangs- und Endpunkt verbinden.

Gewichtungsfaktor e#Sl@: Die Pfade, iiber die integriert wird, werden mit
dem Faktor en5[*] gewichtet, den man sich als Zeiger auf den Einheitskreis
der komplexen Zahlenebene vorstellen kann. Die Richtung dieses Zeigers wird
durch den Wert der Wirkung S[z] fiir einen bestimmten Pfad festgelegt. Dies
bedeutet, dass in der Quantenmechanik die potentiellen Pfade zwar gewich-
tet werden, aber dennoch alle zum Propagator beitragen. Hier sehen wir
einen wichtigen Unterschied zur klassischen Mechanik, in der das Wirkungs-
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Ecl(t)

t;
Abbildung 2: Klassische Trajektorie und weitere potentielle Pfade.

funktional S[z] deterministisch die Dynamik eines Systems bestimmt, das
heifit, nur einen einzigen Pfad, die klassische Trajektorie, zulésst.

4 Grundlegende Anwendungen des Pfadintegrals

Nun wollen wir anhand einfacher Rechnungen zeigen, dass der Pfadintegral-
Formalismus mit der klassischen Mechanik und der herkémlichen Schrodinger-
Quantenmechanik konsistent ist und die gleichen Ergebnisse liefert.

4.1 Der klassische Grenzfall

Es ist interessant, die Frage zu stellen, ob auch im Pfadintegral-Formalismus
die klassische Trajektorie eine besondere Rolle spielt, wenn man den klassischen
Grenzfall i — 0 betrachtet. Um diese Frage wenigstens qualitativ zu beant-
worten, betrachten wir Gl. (35). In der diskretisierten Form des Pfadintegrals
stellen wir fest, dass unter der Annahme x,, > x,,_1 der Term z,, — x,_1/€ sehr
grof} wird, falls e — 0. Dies hat zur Folge, dass der Gewichtungsfaktor ,leicht*
sein Vorzeichen wechselt. Damit ist gemeint, dass es fiir jedes z,, ein infinitesi-
mal nahes z, gibt, so dass sich beide Wege beim Integrieren herausmitteln und
somit nicht zum Wert des Integrals beitragen. Es sind also nur kontinuierliche
Wege physikalisch sinnvoll.

Betrachten wir nun verschiedene kontinuierliche Wege von x; nach x ¢, darun-
ter auch die klassische Trajektorie, im Grenzfall & — 0. Der Gewichtungsfaktor
en517l enthilt als Phase die Wirkung S[z] multipliziert mit einer grofien Zahl,
denn & — 0. Man kann also nachvollziehen, dass die entscheidenden Integral-
beitrige aus Wegen resultieren, die S[z] extremal machen, das heifit

3Sx]
dx(t)

= 0. (37)

Dies ist aber nichts anderes als das bekannte Prinzip der kleinsten Wirkung,
dessen Losung gerade auf die klassische Trajektorie fithrt. Aus Abb. (2) sollten
also wesentlich z., und der naheliegende Pfad 1 zum Pfadintegral beitragen.
Denn betrachten wir nun Pfad 3, der weit von der klassischen Trajektorie ent-
fernt liegt, so ist das Wirkungsfunktional nicht mehr stationér. Es gibt einen
infinitesimal nahen Pfad, zum Beispiel Pfad 2, der einen Gewichtungsfaktor mit
genau entgegengesetzem Vorzeichen hat. Beim Ausfiihren der Integration tragen
im klassischen Grenzfall solche weit entfernten Pfade nicht bei. Wie wir sehen,
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spielt auch im Pfadintegral-Formalismus die klassische Trajektorie des Systems
eine prominente Rolle.

4.2 Aquivalenz zur Schrédinger-Gleichung

In Kap. 3 haben wir das Pfadintegral ausgehend von der Schrédinger-Quanten-
mechanik hergeleitet. Nun wollen wir {iberpriifen, ob wir umgekehrt aus dem
Pfadintegral auch wieder zur Schrodinger-Gleichung gelangen kénnen. Gelingt
uns dies, konnen wir sicher sein, keine Informationen, die in der Schrodinger-
Quantenmechanik enthalten sind, auf dem Weg zum Pfadintegral verloren zu
haben.

Die Schrédinger-Gleichung ist eine Differentialgleichung und beschreibt als
solche explizit infinitesimale Anderungen in der Wellenfunktion. Als Ausgangs-
punkt bietet es sich deshalb an, das Pfadintegral fiir infinitesimale zeitliche
Anderungen zu betrachten, das heifit

1oge(m(®f=%i)\? Tptwi
m e m () oy
Ulzs,ty = €;ait; = 0) = (mm)?e"‘(z( V(). (38)
Die infinitesimal gednderte Wellenfunktion kann man mit
P(x,€) :/ dz' Uz, e;2',0)(2’,0) (39)

direkt berechnen. Setzen wir Gl. (38) in Gl. (39) ein, so erhalten wir

v = (o) [ o Bl ) i
= (%;nme)%/_(:dn e3tie (7= 5V (2+8)) (2 + 1, 0)
- (2:;7%)% /_O;d” e (1 - %EV (o + g)) Y(x +1,0)
B (2:;;6)% /_o;d” eHer (W%O) - %V($)¢(x70)+

2
! (,0) 4 0 (@0 + OO en. )}, (40

wobei wir im zweiten Schritt die Substitution 7 = 2’ — x einfiihrten? und im
dritten Schritt den Integranden bis zur 1. Ordnung in e Taylor-entwickelten.
Hohere Ordnungen sind bedeutungslos, da e infinitesimal ist. Die Integration

4Es ist zu beachten, dass 7 zwar selbst nicht infinitesimal ist, aber das Integral im Wesent-
lichen nur fiir n — 0 beitriigt. Darum kann ¢ (x + 1,0) auch in niedrigen Ordnungen von 7
entwickelt werden.
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iiber 7 ist mit Hilfe der Integrale
> i 2 2mihe %
dn ezre =
[ = (5
> im 2
/ dn 'r’ e 2he n = 0

/ dn o2 ihe <2mhe) (a1)

o0

elementar ausfithrbar, und wir erhalten

o) = () [ (22) (w000~ v ) +

m

ihe <2m'ﬁe
+ -
m

)%w'%x,m o)

= (@, 0) + (@, 0) — V(@)o(,0) + O(). (1)

Dies fithrt unmittelbar zu

U(x,€) —Pp(x,0) z( h? 02

¢ " h\ 2m0a?

+ V(x)) Y(z,0) + O(e?), (43)
und wir erhalten im Grenziibergang ¢ — 0 die bekannte zeitabhéngige Schrodinger-
Gleichung
vt = (o L v ) v (44
RFTAG 2m Ox? . b

Das zeigt uns, dass der Pfadintegral-Formalismus nicht nur aus der Schrédinger-
Quantenmechanik folgt, sondern dass beide Formulierungen in diesem Sinne
dquivalent sind.

4.3 Rechnen mit dem Pfadintegral: Das freie Teilchen

Wir werden als erstes veritables Anwendungsbeispiel den Propagator des freien
Teilchens iiber das Pfadintegral ausrechnen. Dazu benétigen wir die Lagrange-
Funktion des eindimensionalen freien Teilchens

1

L =-mi~, (45)

2
die besonders einfach handhabbar ist, weil ein - eventuell unbequemer - Potenti-
alterm nicht vorhanden ist. Das diskrete Pfadintegral fiir dieses Problem lautet
also

N

) z /dml oo doy et Znm (@ —ena1)®, (46)

Ulxyg, tyag,t;) = lim (

e—0
N —o0

m
2mihe
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Zur Berechnung dieses Integrals setzen wir die Substitution

o () e (! <47>

ein und erhalten dann

¥ (ohe\ T
Ulzs bz ti) = ll—{% (27:?77,6) 2 (FE) /dyl : -'dnyleiZ"Nzl(y”_y"*l)z.
N—oo

(48)
Im Wesentlichen handelt es sich hier um ein modifiziertes GauB-Integral. Wie
man durch vollstdndige Induktion leicht zeigen kann, ist der Wert des Integrals
allgemein gegeben durch

CAVN-1\ 3
/dyl coedyn_1 et 1 (Un—yn-1)* _ ((WEV ) ’ en(unv—v0)? (49)
Einsetzen in Gl. (48) fiihrt zu

N1

1 1
<2h€> ’ ((m)N1> ’ e (N —v0)?
m N

N . N—-1
. m \7z [2mihe\ 2 1 - Y
lim ( ) e 2hNe (zn—20)
1\?3&) 2mihe m vVIN

i 2
o 7R (g =)

w2

m
trat) = i ( )
U(Jff, fr T,y z) 51—% orihe
N—o0

)

1
2

i (Grirve)
m P ———
e—0 2mihNe
N—o0

1 2
m bopmegoe?
= e — el £ t) 50
<27Tih(tf - ti)) ’ (50)

wobei im zweiten Schritt resubstituiert und im vorletzten Schritt Ne = ¢ y—t; be-
nutzt wurde. Wie wir sehen, eriibrigt sich dadurch das Ausfithren des Grenziiber-
ganges und das in Abschnitt 3.5 angesprochene Problem der unendlichen Kon-
stante A taucht hier tatsichlich nicht auf. Wir bemerken, dass sich das hier
berechnete Ergebnis richtig in dem Sinne verhélt, dass

Ulzy,tryxi,t;) — 0(zy —ax;) fur tp —t, (51)

2
denn bei Funktionen der Art ﬁeijﬁ? handelt es sich um Darstellungen der
Dirac’schen §-Funktion. Des Weiteren sehen wir, dass ein zum Zeitpunkt ¢;
lokalisiertes Teilchen fiir ¢; > ¢; zerflieBt, so wie wir es erwarten.

AbschlieBend kénnen wir fiir Gl. (50) auch einen Zusammenhang zur klassi-

schen Trajektorie herleiten. Wie wir wissen, ist das Wirkungsfunktional

S[x] _ /tfdtlmj:z Euler—Lagrange 5S[$] — i = 0 (52)
ts 2 Gleichungen (51’(t) ’

i

und die Losung dieser Gleichung ist offensichtlich @.(t) = v = const. Somit
gilt fiir die Wirkung der klassischen Trajektorie

o1 1
Slxal = / dt-mi? = —mv?(ty —t;) mit v = =, (53)
L T2 T ) ! tr—t;

i
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das heifit

1 m (zy — x;)*

Slaa) = —m(uf(tf—ti) = oLy (54)

2 ty —t; 2ty —1;
Vergleich mit Gl. (50) liefert das eingéngige Ergebnis
3
m i
U trixi, t;) = T — 7Sl 55
(@s:tri i i) (m’h(tf—ti)) ‘ (5)

fiir den Propagator des freien Teilchens.

5 Der harmonische Oszillator

In diesem abschlieBenden Kapitel wollen wir eine der zweifelsohne wichtigsten
Strukturen der gesamten Physik mit Hilfe des Pfadintegral-Formalismus’ behan-
deln - den harmonischen Oszillator. Auch hier wollen wir den entsprechenden
quantenmechanischen Zeitentwicklungsoperator (Propagator) berechnen.

5.1 Das Pfadintegral fiir den harmonischen Oszillator

Um den Propagator gemifl Gl. (35) zu berechnen, benétigen wir die Lagrange-
Funktion des betrachteten Systems. Im Sinne gréflerer Allgemeinheit betrachten
wir einen eindimensionalen harmonischen Oszillator, der zusétzlich mit einer
dufleren Quelle wechselwirkt. Die entsprechende Lagrange-Funktion ist

1 1
L = —mi? — —mw?2® + Jx (56)
2 2
mit der Wirkung
S = /dt L,

wobei der Zusatz Jx beispielsweise ein zeitabhéngiges externes Feld J(t) be-
schreiben konnte, das eine Kraft auf einen elektrisch geladenen Oszillator ausiibt.
Wir werden die folgenden Berechnungen mit diesem Zusatzterm ausfithren. Sind
wir an den Ergebnissen fiir den einfachen harmonischen Oszillator interessiert,
so lassen wir einfach J(t) — 0 gehen. Es sei noch bemerkt, dass fiir den Fall,
dass J zeitunabhéngig ist, Gl. (56) umgeschrieben werden kann zu

1 1
L = §mx'2 — §mw2x2 +Jzx
1o, 1 J N\ U2
= -—mx” — -mw” [z — +
2 2 mw? 2mw
1 o.,01 J?
= imﬁ - §mw2122 + Yo mit T =ux- o (57)

Der Term J?/2mw? beschreibt also lediglich die Verschiebung der Nullpunkts-
energie, so dass bei Berechnungen mit dieser Lagrange-Funktion diesselben Er-
gebnisse erhalten werden wie fiir den einfachen harmonischen Oszillator. Um
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tatséchlich eine groflere Klasse physikalisch interessanter Systeme zu erfassen,
ist es also sinnvoll J als zeitabhéngig anzunehmen.

Die klassische Bahn des hier zu untersuchenden Systems erhalten wir durch
Berechnung der Euler-Lagrange-Gleichung

05]x]

52(0) =0 s mTe + mwacl -J =0, (58)

wéahrend das Pfadintegral bekanntlich durch
Ulxy, tyxt;) = A/Dxe%s[x] (50)

gegeben ist. Wie bereits besprochen liegen die wesentlichen Beitrige zum Pfa-
dintegral in der Umgebung von z(¢). Darum definieren wir

a(t) = walt) +n(t), (60)

wobei wir n(t) als Fluktuationen um die klassische Bahn herum interpretieren
konnen. Wir setzen Gl. (60) in das Wirkungsfunktional ein und bestimmen die
Taylor-Entwicklung um z;:

35|x]
ox(t)

Sle] = Slaw + 1) = Slwal + / dt(t) +

T =2cl

1 525
ro / dvity n(t)n(t2) 5o

_— . 1
z(t1)ox(t2) |, —,,, (61)

Wegen Gl. (58) verschwindet der mittlere Summand sofort, im letzten Summan-
den fithren wir die Funktionalableitung explizit aus und erhalten

Sla] = Sleel +

ty
5 / dt (mn? —mw?n?), (62)
¢

7

wobei wir beachten, dass 7(t) die Randbedingungen n(t;) = n(ty) = 0 erfiillen
muss.

Bedenken wir noch, dass die Summation iiber alle Pfade dquivalent zur Sum-
mation iiber alle Fluktuationen ist, dass also die Integration iiber Dx einfach
durch eine Integration {iber Dn ersetzt werden kann, so hat das zu berechnende
Pfadintegral des harmonischen Ostzillators die Form

Ulas,tyiait) = AerSkal / Dy il 4t (mi=men?), (63)

Zur Berechnung gibt es nun mehrere Moglichkeiten. Ausgesprochen iibersichtlich
ist die

5.2 Lo6sung durch Fourier-Entwicklung.

Als erstes substituieren wir ¢ — ¢ — t; und erhalten so

Ulestyimts) = AckSieal [pyesh 5 (mitomati®) o
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wobei T' =ty — t; und n(0) = n(T) = 0 ist. Darum liegt es nahe, die Fluktua-
tionen n als Fourier-Reihen der Form

n(t) = anansin (”T”) ez (65)

zu entwickeln. Wenden wir Gl. (65) auf den Integranden aus Gl. (64) an, so
sehen wir, dass

(]TdtﬁQ _ Z Tdt Al (%) (%) coS <%ﬂt> oS (me>

om0
Iy

und

T T
t t
/O din?(t) = ;/0 dt ananm sin (”;) sin (”?f)
T
n

sind. Nun ist die Integration iiber alle moéglichen 7(t) diquivalent zur Integration
iiber alle Werte fiir die Koeffizienten a,,. Gehen wir nun zur diskretisierten Form
des Pfadintegrals iiber, so unterteilen wir die Trajektorie in N Intervalle, so dass
es N — 1 ,Zwischenzeitpunkte“ gibt. Da die Gesamtzahl der Freiheitsgrade des
Systems sich nicht &ndern kann, sind auch nur N —1 Koeffizienten a,, unabhéingig
von einander. Wir transformieren das Pfadintegral dementsprechend um in

Ulxy,tp;x,t;) = lim AleiSleel /dal"'daN_l eﬁzﬁ:—f(%(%ﬂfmai*%m”%i)

e—0
N—o0

i imT N—-1((n=x\2_ 2\, 2

— lim AlenSlzel /dal coodan_pe * =n=t (( F) —w )an7
e—0
N—o0

(68)

wobei ein eventueller Vorfaktor, der von der Jacobi-Determinante der Trans-
formation 17 — a,, herriihrt, in der geiinderten Konstanten A’ enthalten ist.
Gl. (68) ist nichts anderes als ein Produkt entkoppelter GauB-Integrale, die
leicht berechnet werden kénnen:

fon 7%= () (5 -2)
() ()

Nl

Einsetzen in Gl. (68) ergibt

) N-1 T 2\ —
Uyt ti) = lim Alersteal TT (1 (E) > ; (70)

N—oo n=1

[N
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und mit der Identitidt (Produktformel von Wallis [2])

N—1 2 .
wT sinwT’
li 1—1 — = 71
N < (mr) ) wT (1)

n=1

folgt
i 1 T\ 2
Uz triats) = lim AVerSkal (2222 7 -
(g tr @i ts) ler;éc e n (72)

Die Konstante A” kénnen wir nun bestimmen, wenn wir beachten, dass fiir
w — 0 das diskrete Pfadintegral des harmonischen Oszillators (Gl. (68)) die
Form des Pfadintegrals fiir ein freies Teilchen (Gl. (46)) annimmt. In Abschnitt
4.3 berechneten wir

%
m i Sla,
Uzg, tp;mg,t;) = (Wf—t)) ot Slzel] (73)

fiir das freie Teilchen. Durch Vergleich sehen wir, dass A” gegeben ist durch

1
. 0o m 3
lim - AT = <2m'hT) ’ (74)

wobei wir beachteten, dass nach einmaliger Anwendung der Regel von ’'Hospital

sinwT’
li =1
Ln< T ) (75)

gilt. So erhalten wir fiir den Propagator des verallgemeinerten harmonischen
Oszillators

1
mw 2 4 Ze
Vs trirat) = (grpngr) o (79)

wobei wir bemerken, dass die verallgemeinerte Fassung des Problems durch den
Zusatzterm Jz nur im Ausdruck S[z.] zum Tragen kommt.

6 Abschlussbemerkungen

Abgesehen von den hier behandelten Anwendungen wurde lediglich das Was-
serstoffproblem analytisch mit dem Pfadintegralformalismus geltst. 1978 gelang
dies nach mehrjidhriger Arbeit dem deutschen Physiker H. Kleinert, der Post-
doc bei Feynman gewesen war [3]. Es stellt sich offensichtlich die Frage nach
den besonderen Vorziigen des Pfadintegralformalismus.

Bekanntlich erlaubt auch die Schrodinger-Quantenmechanik eine analytische
Behandlung der Probleme nur in sehr wenigen Fillen. Wenn eine analytische
Losung nicht moglich ist, stehen jedoch ausgearbeitete Methoden der Storungs-
theorie zur Verfiigung. Als Bedingung fiir ihre Anwendung muss man im be-
trachteten Hamilton-Operator einen Term identifizieren kénnen, der nur eine
kleine Storung eines vereinfachten Problems darstellt. In vielen Fillen ist dies
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moglich, und man erhélt durchaus zufriedenstellende Losungen. Fiir kernphysi-
kalische Berechnungen jedoch, die die starke Wechselwirkung einbeziehen, st68t
man an die Grenzen der Storungstheorie. Einen Ausweg stellt der Pfadintegral-
formalismus gepaart mit den Moglichkeiten der heutigen computergestiitzten
numerischen Mathematik dar. Man stellt das Pfadintegral mit dem ,,genauen®
Hamilton-Operator auf und diskretisiert Raum und Zeit, dass heiflt, man bil-
det ein Raum-Zeit-Gitter. Die Dynamik der Wellenfunktion kann dann mit sog.
Monte-Carlo-Methoden berechnet werden, wobei man trotz der hohen Leistung
heutiger Rechnersysteme nicht iiber Gittergrofen von 322 in den Raumdimensio-
nen und 40 in der Zeitdimension hinauskommt. Fiir die Zukunft werden dennoch
sehr interessante Ergebnisse aus diesem noch relativ jungen Gebiet der numeri-
schen Theoretischen Physik, das auch als Gitter-QCD bezeichnet wird, erwartet.

Die in dieser Seminararbeit gegebene Einfiihrung in das Feynman’sche Pfa-
dintegral stiitzt sich im Wesentlichen auf die vorziigliche Einfithrung von A. Das
[4]. Weitere gut versténdliche Zugénge in die Welt des Pfadintegrals bieten auch
R. P. Feynman [5] und J. J. Sakurai [6]. Mein besonderer Dank gilt Herrn
Dr. Stefan Scherer, der mich mit gréfitem Engagement bei der Vorbereitung des
Seminarvortrages und dieser Seminararbeit unterstiitzt hat.
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